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Auf mathematischer Modellbildung basierende numeri-
sche Simulation ist eine etablierte Methode für vertief-
tes Verständnis relevanter Probleme in den Natur-, Le-
bens- und Ingenieurwissenschaften. Entsprechende 
Softwarelösungen ermöglichen die quantitative Evalua-
tion der Modelle mithilfe von Computern. Die zugrun-
deliegende numerische Simulationssoftware ist typi-
scherweise mathematisch und algorithmisch anspruchs-
voll, rechenintensiv, sowie approximativ und parame-
trisiert. Daraus folgt eine Reihe von Anforderungen so-
wohl an die mathematische Modellierung als auch an 
den (idealerweise simultan ablaufenden) Entwicklungs-
prozess für entsprechende Forschungssoftware (Re-
search Software Engineering; RSE), welche in der eta-
blierten Softwareentwicklung eine meist weniger zen-
trale Rolle einnehmen.

„Wie stark ändert sich das Resultat meiner Simula-
tion bei Variation der Werte bestimmter freier (Einga-
be-) Parameter?“ „Wie sensitiv ist diese Änderung be-
züg-lich Variation von Werten potenziell anderer Para-
meter?“ Analoge Fragen stellen sich Anwenderinnen 
und Anwender numerischer Simulationssoftware regel-
mäßig. Zahlreiche numerische Methoden basieren auf 
der Verfügbarkeit dieser Informationen. Letztere über-
setzt sich in Ableitungen erster und zweiter (ggf. auch 
höherer) Ordnung (bzw. sinnvolle Approximationen 
derer) der simulierten Größen bezüglich der Parameter.

Dieser Artikel stellt Differenzierbarkeit und die 
Berechnung entsprechender Ableitungen numerischer 
Simulationssoftware als Anforderung im RSE in den 
Mittelpunkt. Der Fokus liegt dabei auf kontinuierlichen
(in Gegensatz zu diskreten) Simulationen. Die zentra-
len Aussagen gelten sowohl für mechanistische Model-
le als auch für rein datengetriebene Ansätze des ma-
schinellen Lernens inklusive hybrider Szenarien, in 
welchen beide Methoden zu einer Gesamtlösung kom-
biniert werden. Auf nichtfunktionaler Ebene ermögli-
chen Ableitungen Fehleranalyse und -kontrolle, Kali-
brierung sowie robustere Softwaretests. Die in vielen 
Fällen essenzielle Transition von reiner Simulation der 
zugrundeliegenden Systeme hin zu deren (ableitungs-
basierter) Optimierung ist oft zentraler Bestandteil der 
funktionalen Anforderungen. Die Grenze zwischen 
Funktionalität und Nichtfunktionalität von Differen-
zierbarkeit als Anforderung verschwimmt zusehends 
im Kontext digitaler Zwillinge, welche unter anderem 
Fehlerkontrolle in Echtzeit zum Ziel haben können. In 

jedem dieser Fälle muss die numerische Simulation dif-
ferenziert werden.

Dafür unterscheidet man grob zwischen zwei An-
sätzen. Beim symbolischen Differenzieren werden Ab-
leitungen des mathematischen Modells analytisch her-
geleitet. Zumeist handelt es sich dabei um eine an-
spruchsvolle manuelle Tätigkeit. Die Lösung des diffe-
renzierten Modells muss anschließend numerisch ap-
proximiert und somit in Form von Forschungssoftware 
implementiert werden. Die numerische Approximation 
der Ableitung entspricht meist nicht der korrekten Ab-
leitung der numerischen Approximation des Originalm-
odells, was eine Reihe von Komplikationen bei der 
Verwendung dieser Werte im Rahmen von numeri-
schen Methoden (z.B. Optimierungsalgorithmen) nach 
sich ziehen kann.  

Algorithmisches Differenzieren (AD) [1,2] umgeht
das oben skizzierte Problem durch Differenzieren des 
numerischen Simulationsprogramms mittels Kombina-
tion bekannter Ableitungen für dessen Elementarfunk-
tionen gemäß der Kettenregel. Dieser Prozess kann zu 
großen Teilen automatisiert werden und ist somit auch 
auf sehr komplexe Simulationssoftware anwendbar. 
Die unter Ausnutzung von Assoziativität der Kettenre-
gel generierten adjungierten Programme stellen Verall-
gemeinerungen der im Rahmen des maschinellen Ler-
nens essenziellen backpropagation dar. Somit lassen 
sich erste Ableitungen skalarer Zielgrößen bezüglich 
einer potenziell sehr großen Anzahl freier Parameter 
effizient berechnen. 

Im Folgenden soll Differenzierbarkeit im Kontext 
der zuvor genannten fundamentalen Eigenschaften nu-
merischer Simulationssoftware positioniert werden. Es 
ergeben sich sowohl Möglichkeiten als auch Heraus-
forderungen für RSE.

Numerische Simulationssoftware ist mathema-
tisch und algorithmisch anspruchsvoll. Sie basiert 
meist auf Dekaden von Forschung und Entwicklung 
ganzer Wissenschaftsbereiche. Ein signifikanter Teil 
menschlicher Expertise ist in ihr „verborgen“. Das zen-
trale Ziel von RSE muss daher die Sicherung nachhalti-
ger Verfügbarkeit dieses „Schatzes“ inklusive seiner 
zukünftigen Erweiterungen sein. Dazu gehört nicht zu-
letzt auch der möglichst effektive und effiziente Ein-
satz der „Ressource Mensch“ mittels weitestgehender 
Formalisierung und Optimierung des Entwicklungspro-
zesses. Jedoch stellen sich bereits die Übersetzung der 



zugrundeliegenden mathematischen Modelle in nume-
rische Methoden und entsprechende Softwareentwürfe,
algorithmische Details, Test- und Evolutionsstrategien 
als höchst anspruchsvoll dar. Eine rigorose Anforde-
rungsanalyse ist ohne fundiertes Verständnis des mo-
dellierten Sachverhalts, der Mathematik inklusive asso-
ziierter Numerik, der Simulationsumgebung bestehend 
aus Systemhardware und -software, sowie von Metho-
den der Softwareentwicklung bis hin zur eigentlichen 
Programmierung nicht möglich. Die Option einer hin-
reichenden Konzentration dieser Expertise in Individu-
en darf bezweifelt werden. Konsequenzen für die inter-
disziplinäre Lehre sollten abgeleitet werden. Zudem 
stellen sich weitergehende Herausforderungen an die 
Validierung von Konsistenz des mathematischen Mo-
dells und der zugehörigen numerischen Simulations-
software sowie der Korrektheit letzterer. Zusätzlich zu 
den Resultaten der Simulation können hier Werte von 
Ableitungen als weitergehende Evidenz sehr hilfreich 
sein. Ableitungen können und sollten entsprechende 
Softwaretest- und kontinuierliche Integrationsstrategien
erweitern. Mit jeder Ableitungsordnung wächst poten-
ziell die Robustheit der Validierung. Zu diesem Zweck 
muss die numerische Simulationssoftware ausreichend 
oft differenzierbar sein sowie differenziert werden.

Numerische Simulationssoftware ist rechenin-
tensiv. Ein signifikanter Teil der Entwicklungsarbeit 
fließt traditionell in die Minimierung der durch numeri-
sche Simulationen benötigten Ressourcen. Oft agieren 
diese Simulationen am Rande der Leistungsfähigkeit 
der jeweils aktuell verfügbaren Computerinfrastruktur 
mit dem Ziel vertretbarer Laufzeiten bei zulässigem 
Speicherbedarf. Effektive Vektorisierung, Parallelisie-
rung und / oder Beschleunigung (z.B. mittels GPU) ge-
hören zu den fundamentalen Voraussetzungen für eine 
effektive Nutzung des modernen IT-Ökosystems. Letz-
teres unterliegt einer Entwicklungsdynamik, welche die
zentrale Rolle von Nachhaltigkeit beim Entwurf und 
der Umsetzung von numerischen Simulationen sowie 
von deren Ableitungen nochmals unterstreicht. Seit ei-
nigen Jahren und nicht zuletzt getrieben durch ressour-
cenhungrige Anwendungen des maschinellen Lernens 
rückt auch die Minimierung des Energiebedarfs immer 
mehr in den Fokus der Aufmerksamkeit. Zahlreiche 
Methoden zur Reduktion der Komplexität numerischer 
Simulationen bei idealerweise nur geringfügigen 
Abstrichen in deren Aussagekraft basieren auf Ablei-
tungen der zu simulierenden Größen bezüglich einer 
meist sehr großen Anzahl an Zwischenwerten. Ver-
nachlässigbare Sensitivität über Teilen des Definitions-
bereiches erlaubt Modellreduktion mittels Spezialisie-
rung der Originalsoftware. Wenig signifikante Varia-
blen werden zu Konstanten. Etablierte Datenflussana-
lysen entfernen infolgedessen nicht mehr benötige 
Teilrechnungen. Die numerische Simulationssoftware 
muss dafür nicht nur differenziert werden. Es muss 
auch eine Globalisierung der Ableitungsinformation er-

möglicht werden. Intervallarithmetik oder komplexere 
Relaxationen kommen dafür zum Einsatz.

Numerische Simulationssoftware ist approximativ
und parametrisiert. Dem britischen Statistiker George
Box wird die auch heute noch in weiten Teilen gültige 
Aussage „Alle Modelle sind falsch, aber einige sind 
nützlich“ zugeschrieben. „Alle numerischen Simulatio-
nen sind falsch“ folgt unmittelbar. Die „Nützlichkeit 
einiger“ ist jedoch kein Automatismus. Gerade vor 
dem Hintergrund der Lösung potenziell schlecht kondi-
tionierter Probleme mittels möglicherweise nicht un-
eingeschränkt stabiler numerischer Algorithmen stellt 
sich die Frage nach dem „Wie falsch?“ Zahlreiche Ver-
fahren zur numerischen Fehleranalyse und -kontrolle 
basieren wiederum auf Ableitungen der simulierten 
Größen bezüglich der zumeist mit substanziellen Unsi-
cherheiten belegten Eingabedaten und -parametern. Re-
laxation dieser Ableitungen erlaubt die meist höchst 
wünschenswerte Globalisierung der zunächst nur lokal 
gültigen Werte. Adaptivität in numerischen Verfahren 
beruht ebenfalls auf oft hochdimensionalen und damit 
notwendigerweise adjungierten Ableitungen der jewei-
ligen Zielgrößen bezüglich Variablen aus deren Defini-
tionsbereichen. Diese resultiert zum Beispiel in lokaler 
Verfeinerung der Auflösung von Rechengittern oder in 
der Konzentration der Datengenerierung auf besonders 
sensitive Teile des Definitionsbereiches beim Training 
von Surrogatmodellen mit Methoden des maschinellen 
Lernens. Letzteres stellt einen Spezialfall der Kalibrie-
rung (einer potenziell enormen Anzahl) freier Parame-
ter von Forschungssoftware dar. In jedem dieser Szena-
rien muss letztere zu diesem Zweck (potenziell adjun-
giert sowie relaxiert) differenziert werden.

Die Entwicklung differenzierbarer mathematischer 
Modelle sowie deren Implementierung in Form von 
differenzierbarer Forschungssoftware stellt ein höchst 
anspruchsvolles interdisziplinäres Thema an der 
Schnittstelle von Mathematik, Informatik und einer 
Vielzahl von Anwendungsgebieten dar. Tendenziell 
wird diese Tatsache im Rahmen von RSE zu neuen dif-
ferenzierbaren Modellierungstechniken und entspre-
chenden Softwareentwurfsmustern für die konsistente 
simultane Entwicklung von mathematischen, nu-
merischen bzw. algorithmischen und Softwaremodellen
führen müssen. Ultimativ werden neue massiv parallele
und differenzierbare Programmiersprachen und Soft-
warebibliotheken benötigt.
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